
شتاب گرانش در قســمت داخلی زمين براساس توزيع 
چگالی آن تعيين می شود. اما نتيجة قابل توجه اين است 
كه شتاب تقريباً در سراسر گوشته، كه حدود 84٪ از حجم 
زمين را تشكيل مي دهد، ثابت است. اين نتيجه را مي توان 
با يك مدل دو لايه اي ساده از زمين توضيح داد. علت عدم 
تغيير شــتاب در گوشــته به  خاطر اندازه و چگالي هستة 
زمين با توجه به اندازه و چگالي كل زمين اســت. در ساير 
سيارات، با توزيع متفاوت جرم، وابستگي شتاب به عمق و 

فاصله مي تواند بسيار متفاوت باشد.
شناخت ميدان گرانش درون كرة زمين از اهميت بالايي 
برخوردار است، زيرا گرانش يكي از نيروهاي اصلي كنترل 
حــركات دروني زمين، مانند حركت هاي هم رفتي اســت 
كه در هســته و گوشــته رخ مي دهد. اين حركت ها منشأ 
مباني آ شكارسازي فعاليت  سياره، مانند ميدان مغناطيسي 
و ديناميــك ســطح )ساختمان شناســي لايه هاي زمين، 
آتشفشان، زمين لرزه( است. به ويژه، گراديان دماي بي دررو 
)يعني حداقل شيب دما كه امكان جابه جايي در يك مايع 
قابل فشــرده شــده را فراهم مي كند( متناسب با شتاب 

گرانش است.1
محاسبة شتاب گرانش درون زمين به دانش توزيع چگالي 
جرم در ســطح زميــن نياز دارد. به عنــوان اولين تقريب، 
مي توان فرض كرد كه زمين داراي تقارن كروي اســت، و 

چگالي آن فقط به شعاع r از مرکز سياره بستگی دارد.

شتاب گرانش درون زمین
میشل دراگونی، دانشگاه بولونيا، ايتاليا

حسن قلمی باویل علیایی ، دانشگاه آزاد اسلامی واحد تهران جنوب

پژوهـــــــشی

با استفاده از اين فرض، می توان توزيع چگالي را از معادلة 
آدامز - ويليامســون2 به دســت آورد كــه گراديان چگالي 
شعاعي را با خواص الاستيك در يك سياره با تقارن كروي، 
تحت شرايط هيدرواستاتيك، مرتبط مي كند. حل معادله 
نياز به دانستن سرعت موج لرزه اي دارد كه تابعي از r است، 

و مي تواند از داده هاي لرزه سنجي محاسبه شود.
نمودارهای شتاب گرانش، به عنوان تابعي از متغير r، در 
ســطح زمين، رفتار غافلگيركننده اي را نشان مي دهد3و4. 
گرانش تقريباً ثابت و برابر با مقدار ســطح در كل گوشته 
)پوســته اي با ضخامت حدود 3000 كيلومتر( اســت كه 
گفتيــم 84٪ از كل حجم زمين را تشــكيل مي دهد. اين 
واقعيت را مي توان براســاس مدل سادة زميني با دو لايه 

نشان داد.
نقــش اصلي مدل ها، توليد پديده هاي قابل مشــاهده و 
آشكارســازي روابط موجود بين مقاديــر توصيفي از يك 
سيســتم فيزيكي اســت. يك مدل هميشــه سيستم را 
ساده سازي مي كند، اما فقط چند جنبه را در نظر مي گيرد، 
و بسياري ديگر از جنبه ها به طور هدفمند مورد غفلت قرار 
مي گيرند، چرا كه به نظر نمي رسد براي مسئله مهم باشند.

در اين مقاله از مدل دو لايه اســتفاده مي كنيم تا نشان 
دهيم كه شتاب گرانش در گوشته، نسبت به مقادير خاص 
بين شعاع هسته و شعاع زمين و چگالي زمين، ثابت است. 
به منظور روشــن شــدن اين حقيقت، از مدل هاي سادة 
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سيارات با تقارن كروي استفاده مي شود. در اين حالت شتاب 
گرانش در فضاي داخلي آن سيارات با توجه به توزيع متفاوت 

چگالي براساس نظرية نيوتني محاسبه مي گردد.

شتاب گرانش
اگر a شــعاع كرة زمين و ρ چگالي آن باشد. مي توان شتاب 
گرانش g در قســمت داخلي سياره را به راحتي از رابطة زير 
محاســبه كرد. با يادآوري اينكه قانون گرانش نيوتن مشــابه 

قانون گاوس است، اگر r شعاع كروي سطح باشد آنگاه:
  )1(Gm(r)g(r) ,

r
= − 2

كه در آن G ثابت گرانشــي و )  ( m جرم احاطه شــده در 
شعاع r و حجم :v است.

)2(
v

m(r) dv= ρ∫
 ρ اگر توزيع جرم داراي تقارن كروي باشــد، يعني چگالي
فقط به ميزان فاصله از مركز كره وابستگي داشته باشد، آنگاه 

به كمك انتگرال مي توان جرم را به دست آورد.
)3(r

m(r) (r ')r ' dr '= π ρ∫ 2
0

4

بنابراين از رابطه )1( خواهيم داشت
)4(rGg(r) (r ')r ' dr '

r
π

= − ρ∫ 2
2 0

4

كه در آن علامت منفي نشــان مي دهد كه شتاب به سمت 
مركز سياره است.

سیاره با چگالي متغیر خطي
در سيارات، چگالي به طور معمول با عمق افزايش مي يابد. در 
مورد زمين اين افزايش مداوم از سطح به مركز زمين عموماً تا 
پايان قرن نوزدهم رخ داده است7. فرض كنيد چگالي در مركز 
ســياره ρ0 است و به طور خطي به مقدار ρ1 در سطح كاهش 

مي يابد، يعني: 
)5(ρ ρ

ρ ρ 0 1
0

-(r)= - r
a

ρ/ براي مقادير مختلف  ρ0 1
(r) نسبت به  /ρ ρ1

نمودار تابع 
در شــكل )1- الف( ترسيم شده اســت. از معادله )4( شتاب 

گرانش در سياره زمين به دست مي آيد.

)6(
g(r) G r G r

a
ρ −ρ

= − π ρ + π 20 1
0

4
3

با قرار دادن ρ0=ρ1 و a=r، شتاب را در سطح سياره با چگالي 
يكنواخت ρ1 به دست مي آوريم.

)7(
g G a= − π ρ1 1

4
3

( g در شــكل 1 ب، براي  r  (/g1 نمــودار مربوط بــه تابع
مقادير متفاوت p0/p1 ترسيم شــده است. مشاهده مي شود 
كه تابع g(r) به طور كلي يكنواخت نيســت. فقط در صورت 
، تابع هميشه افزايش مي يابد تا به مقدار r=a برسد.  /ρ ρ ≤0 1 3

، شتاب حداكثر در r=r0 به وجود مي آيد. /ρ ρ >0 1 3 اگر 
)8(r

a
ρ

=
ρ −ρ

0 0

0 1

2
3

ρ با افزايش نسبت ρ0/ρ1، سطح كروي در  >> ρ0 در حالت 1
، كاهش مي يابد. بنابراين،  r a=0 2 r=r0 به مقدار مينيمم3 / 
توزيع چگالي بسيار ســاده، همان طور كه توسط معادله )5( 
ارائه شــده اســت با توجه به مقدار نســبتρ0/ρ1 مي تواند 

برش هاي مختلفي از g(r) ايجاد كند.
در حالت خاص، وقتي چگالي ρ يكنواخت است، همان طور 
كه با خطوط نطقه چين در شكل 1، نشان داده شده است، از 

معادلة )6( نتيجه مي شود:

r/a نسبت به ρ)r(/ρ1 شكل 1 الف. تابع توزيع چگالي 
ب. شتاب گرانش g(r) براي توزيع چگالي نشان داده شده در قسمت الف

6

5

4

3

2

1

0

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

4

4

2

2

1

1

3

3

0.0       0.2          0.4       0.6         0.8       1.0

0.0       0.2          0.4       0.6         0.8       1.0

r/a

r/a

)a(

)b(

(r
)
/

ρ
ρ 1

g 
)r

(/g
1

/ρ ρ0 1

/ρ ρ0 1

=6

=6

r
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 )9(
g(r) G r= − π ρ

4
3

اين نتيجه كاملًا شناخته شده اي است كه شتاب گرانش به طور 
خطي با r كاهش مي يابد. در واقع، طبق معادله )4(، شتاب در هر 
(m است، كه در آن m جرمي  r (/r2 عمقي متناسب با نسبت
است كه شتاب ايجاد مي كند. هر چه عمق سياره با چگالي ثابت 
 بيشــتر شود m متناسب با r3 كاهش مي يابد. بنابراين، نسبت

(m متناسب با r كاهش مي يابد. r (/r2 

سیارة دولایه
فيزيكدان آلماني اميل ويكهورت6 اولين كســي بود كه در 
ســال 1896 مدل زمين با هســته آهني و پوسته سنگي را، 
با تغيير چگالي در مرز بين اين دو قســمت پيشــنهاد كرد7. 
به عنوان يك مدل تقريبي براي زمين، اجازه دهيد دو مورد را 

در نظر بگيريم. سيارة دو لايه اي با چگالي ثابت مانند
)10(, r r

(r)
, r r a

ρ ≤ ≤
ρ = ρ < ≤

1 1

2 1

0

ρ و نيز مي توانيم فرض كنيم كه هســتة  > ρ1 2 بــا فرض 
r است.  r a< <1 0 و گوشته در فاصله  r r< < 1

كره در فاصله 
ميانگين چگالي سياره برابر است با: 

)11(
( )r a

a
∗ ρ −ρ +ρ
ρ =

3 3
1 2 1 2

3

(ρ  در شــكل 2 الف نشان داده شده است.  r( نمودار تابع
مقادير پارامترهاي8 وابسته به زمين برابر است:

             a km= 6371 ، r km=1 3485
، پــس از  kg.m−ρ = 3

2 4500 kg.m−ρ و  = 3
1 10800

∗kg.m به دست مي آيد. تابع توزيع  −ρ = 35530 محاسبه 
چگالي واقعي در زمين نيز در شــكل 2 )الف( ترســيم شده 

است.

از معادلة )4( مي توان شتاب گرانش در هسته را كه تابع خطي 
است به دست آورد:

)12(
g(r) G r, r r= − π ρ ≤ ≤1 1

4 0
3

در حالي كه در گوشته توسط آن رابطه زير به دست مي آيد:
)13(

( )r rg(r) G , r r a
r

ρ −ρ +ρ
= − π ≤ ≤

3 3
1 2 1 2

12
4
3

در يك سيارة همگن با چگالي*p، شتابي كه در سطح توليد 
مي شود چنين است:

)14(
g G a∗ ∗= − π ρ

4
3

در شــكل 2- ب، بزرگي g شتاب تابع r از تابع توزيع چگالي 
داده شــده در شكل 2 الف ترسيم شده است. قابل توجه است 
كه g تقريباً برحسب r در لايه بيروني ثابت است. شتاب واقعي 

گرانش در زمين نيز براي مقايسه ترسيم شده است.

بحث
همان طور كه در شكل 2 الف نشان داده شده است، تابع توزيع 
چگالي درون زمين يك تابع ثابت نيســت و برحسب r تغيير 
مي كند و با افزايش عمق هم در هسته و هم در گوشته افزايش 
مي يابــد. با اين حال، معادلات )12( و )13( تقريب خوبي براي 
هدف ما هســتند، همان طور كه در شكل 2 ب نشان داده شده 

است.
از اين نكته كه g تقريباً در گوشته ثابت است، مي توان به راحتي 
فهميد كه شتاب گرانش در سطح يك توده كروي، متناسب با 
حاصل ضرب چگالي متوسط در شعاع كره است )معادله 14(. 

0        1           2          3          4         5           6

)a(
14
12
10
8
6
4
2
0

 شــكل 2. الف. توزيع چگالي در يك مدل دو لايه از زمين )خطوط پر( و 
چگالي واقعي درون زمين )خط شكسته(

ب. شتاب گرانش ناشي از مدل )خط پر( و شتاب واقعي در )خط نقطه چين(.

0        1           2          3          4         5           6

)b(

12

10

8

6

4

2

0

g
(m

.s
)

−2

(Mm)r

(M
g.

m
-3
)

ρ

الف

r(Mm)ب
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در حقيقت، معادله )13( را براي شــتاب در گوشته مي توان به 
صورت زير نوشت.

)15(
g(r) Gr (r)= − π ρ

4
3

كه در آن
)16(

( )r r(r)
r

ρ −ρ +ρ
ρ =

3 3
1 2 1 2

3

 r r a< <1 اين چگالي متوسط در يك كره به شعاع r و در بازة 
(a) ∗ρ − = ρ برابر است با 

r براي كل كره زمين )يا براي قسمت هاي  (r)ρ حاصل ضرب 
كروي زمين از جمله هسته( تقريباً يكسان است. به عبارت ديگر، 
r داراي يك مقدار ثابت در سراســر گوشته  (r)ρ حاصل  ضرب

است.
در حقيقت

)17(
r (r) rρ = ρ1 1   r r a≤ ≤1

به طوري كه
)18(

g(r) g(r )= 1   r r a≤ ≤1

اين بدان  معني است كه شتاب گرانش در هر نقطه از گوشته 
تقريباً برابر با سطح هسته است. به خصوص، 

)19(
r a ∗ρ ≈ ρ1 1

هسته كوچك تر از كل كرة زمين است، اما ميانگين چگالي آن 
بالاتر است: به طوري كه 

)20(r
a

∗ρ
≈
ρ

1

1

، با  / / /∗ρ ρ =1 0 r و 51 / a /=1 0 55 در اين حالت، 
اختلاف نسبي تقريباً 7٪ به دست مي آيد. بنابراين شتاب          در 
در سطح هسته برابر است و   g)  ( r سطح زمين تقريباً با شتاب
تأثير گوشته اين است كه اين مقدار را به طور كامل بدون تغيير 

در طول 3000 كيلومتر نگه مي دارد.
اين بديهي اســت كه ثابت بودن g در گوشتة زمين تصادفي 
 p / p∗

r و 1 / a1 اســت و از ارزش هــاي خــاص نســبت هاي 
ناشــي مي شود. در سيارات ديگر، با مقادير مختلف، نسبت ها و 

مشخصات گرانش درون سياره مي تواند بسيار متفاوت باشد.
 ،) r / a /=1 0 به عنوان مثال، اگر هسته كوچك تر باشد )مثلًا 2
با همان مقادير p1 و ρ2، شتاب گرانش           در سطح هسته 
تنها 47٪ از آن در سطح ســياره خواهد شد ]شكل. 3)الف([. 
،  12٪  بيشتر از        (r / a / )=1 0 8 اگر هسته بزرگ تر باشــد 
r به  / a1 خواهد شد ]شكل 3 )ب([. اتفاقاً، دو مقدار    g)  ( r
ترتيب به مقادير نسبت داده شده به ماه و عطارد نزديك هستند. 
در هر دو مورد يك شيب شعاعي قابل توجه از g در گوشته مانند 
هســته وجود دارد. اين مي تواند شيب دمايي بي دررو و نيروي 
شــناوري را تحت تأثير قرار دهد و ممكن است شرايط انتقال 

گرما را تغيير دهد.

سقوط آزاد در امتداد قطر
در ســال هاي اخير حركت جسمي كه در يك چاه فرضي در 
امتداد قطر مدل زمين در حال سقوط است مورد توجه بسياري 
از نويســندگان قرار گرفته اســت. براي مدل كردن آن فرض 
مي كنيم شتاب گرانش به طور خطي در هسته افزايش مي يابد و 
در گوشته ثابت است. با اين كار يك راه حل تحليلي ساده ارائه 

1.5

1.0

0.5

0.0
0.0         0.2           0.4          0.6           0.8           1.0

)الف(

r/a

 شكل 3. شتاب گرانش در فضاي داخلي سيارات دو لايه با مقادير مختلف 
نسبت a/r1: )الف( 0/2 )ب( 0/8 چگالي مقادير ρ1 و ρ2 همانند زمين است.
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0.0
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)ب(
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g٭
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مي دهيم. در اين حالت معادلة حركت برابر است با: 
)21(d r g(r),

dt
=

2

2

كه در آن t زمان است و 
r,

g(r)
r ,

−ω= 
−ω

2

2
1  

r r
r r a
≤ ≤
< ≤

1

1

0

)22(
با 

Gω = π ρ2
1

4
3

)23(
اگر حركت از t=0 شروع شود، حل براي گوشته خواهد شد:

r(t) a r t .= − ω2 2
1

1
2

)24(
جسم به مرز گوشته و هسته در زمان زير خواهد رسيد:

)25(

vt
r

= −
ω

1
1 2

1

در اين حالت سرعت آن برابر است با:
)26(

v r (a r ).= −ω −1 1 12

، حركت در هسته برابر است با: t t≥ براي 1
)27(vr(t) r cos (t t ) sin (t t )= ω − + ω −

ω
1

1 1 1

تا زمان
)28(t t arctan

t
= +

ω ω2 1
1

1 1

وقتي جسم با سرعت زير به مركز زمين مي رسد:
)29(

v v .
t

= +
ω2 1 2 2

1

11

به طور مشــابه حركت در نيمكرة ديگر تكرار مي شود و زمان 
مورد نياز براي عبور از كل كرة زمين 2t2 خواهد شد يعني 37/4 
دقيقه. اگر از مقادير r1 ،ρ1 در فرض در بالا استفاده كنيم، نزديك 
به 38/2 دقيقه )طبق PREM ( به دســت مي آيد. تابع مكان و 

سرعت بر حسب زمان در شكل 4 نشان داده شده است.

نتایج
در كرة زمين، مقادير خاص نســبت هاي بين شعاع 
هسته و شعاع سياره و نيز بين چگالي متوسط هسته و 
چگالي متوسط باعث افزايش شتاب تقريباً ثابت گرانش 
در سراســر گوشته زمين مي شود. اين واقعيت ناشي از 
نقش گرانش در كنترل ديناميك دروني زمين اســت. 
در ســيارات ديگر، با تغيير مقادير دو نسبت، وابستگي 
گرانشــي به فاصله متفاوت و شــرايط به روز همرفت 
حرارتي در گوشــته را ايجاد مي كنــد. در مدل دو لاية 
زمين، تقريب ميدان در سراسر گوشته ثابت است و حل 
تحليلي ساده براي سقوط آزاد يك جسم در يك چاه در 

امتداد قطر كرة زمين را ارائه مي دهد.
از مدل  هاي ارائه شــده در بالا مي توان علاوه بر موارد 
ذكر شــده با فرض چگالي يكنواخــت، در كلاس هاي 
فيزيك مقدماتي يا كلاس هاي نجوم نيز استفاده كرد. 
مدل ها نشــان مي دهند كه گرانــش در فضاي داخلي 
ســياره مي تواند يك تابع غيرشهودي از عمق و فاصله 
باشــند و تغيير در توزيع چگالــي مي تواند زمينه هاي 
گرانش مختلف را ايجاد كند و پيامدهايي بر ديناميك 
دروني سياره داشــته باشد. بنابراين آن ها مي توانند در 
مبحث سياره شناســي استفاده شوند. سرانجام، سقوط 
آزاد جسم در يك چاه در سراسر زمين دو لايه، تمرين 
مكانيك نيوتني در حضور نيرويي اســت كه تابعي از 

موقعيت و مكان است.

 شــكل 4. مدل، مكان r(t) و سرعت v(t) جسم در امتداد قطر 
زميــن در حالت دولايه را نشــان مي دهد. خط چين عمودي عبور از 
مرز گوشــته - هســته را نمايش مي دهد. مقادير a و r1 مفروض و 

t است. / t≅2 11 5
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